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1 فصل

تابع

تابع 1.1 بخش

می�باشد. دوم مولفه�ي y و اول مولفه�ي x آن در که می�شود، گفته مرتب زوج یک (x,y) دوتایی هر به تعریف. 1.1

مولفه�ي اگر و نباشند برابر اول مولفه�ي داراي زوجی دو هیچ درآن که مرتب زوج�هاي از مجموعه�اي به تعریف(تابع). 2.1
می�گویند. تابع باشد برابر نیز دوم مولفه�ي آن�گاه گردد برابر یکدیگر با آن�ها اول

مثال. 3.1
A = {(1,2), (2,5), (−1,3)}
B = {(2,4), (−1,4), (2,3)}

مولفه�ي و برابر اول مولفه�ي داراي (2,3) و (2,4) مرتب زوج دو B در زیرا نیست، تابع B و است تابع یک A مثال این در
هستند. متفاوت دوم

عنصر یک تنها x ورودي عنصر هر ازاي به آن در که نمود تعریف نیز �y = f (x) بصورت می�توان را تابع هر نکته. 4.1
می�گردد. خارج آن از y

مثال. 5.1
f (x) = x2 .1
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f (x) = ±
√

x .2

نیست. تابع 2 و است تابع 1

داریم f (x) =
√

x−2 تابع براي مثال. 6.1

f (2) =
√

2−2 = 0

f (5) =
√

5−2 =
√

3

بیابید؟ −1 و 3،2 نقاط در را f تابع مقادیر باشد، f (x) = x2+3x−1 که می�کنیم فرض مثال. 7.1

f (2) = (2)2+3(2)−1 = 4+6−1 = 9

f (3) = (3)2+3(3)−1 = 9+9−1 = 17

f (−1) = (−1)2+3(−1)−1 = 1−3−1 = −3

آورید. بدست π ، π4 نقاط در را زیر مثلثاتی توابع مقادیر مثال. 8.1
f (x) = sin(x) الف)

f (π) = 0 ، f (π4 ) =
√

2
2

g(x) = tan(x) ب)

g(π) = 0 ، g(π4 ) = 1

دهیم. نمایش مختصات دستگاه در نمودار یک صورت به را y = f (x) تابع هر می�توانیم ما

قطع نقطه یک حداکثر در را f (x) نمودار ها y محور موازي خط هر اگر نمودار). روي از تابع تشخیص نکته(نحوه 9.1
f (x) آنگاه کند قطع نقطه یک از بیش در را f (x) نمودار که شود پیدا قائمی خط اگر و است؛ تابع یک f (x) آن�گاه کند،

بود. نخواهد تابع
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y = x+1 تابع نمودار :1.1 شکل

می�کند. قطع نقطه یک در حداکثر عرض�ها محور موازي خطوط توسط y = x2 نمودار :2.1 شکل
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تابع برد و دامنه 1.1.1

f (x) تابع آن�ها ازاي به که هایی x همه�ي مجموعه�ي به یا f تابع از اول مولفه�هاي همه�ي مجموعه�ي به تعریف. 10.1
می�دهند. نمایش D f با را آن و گفته f تابع دامنه است، موجود

مثال. 11.1
D f = R f (x) = x2+1 الف)

D f = R−{1} f (x) = 2x
x−1 ب)

D f = [2,+∞] f (x) =
√

x−2 ج)
D f = R f (x) = sin د)

به متعلق هاي x قراردادن از حاصل مقادیر همه مجموعه�ي یا f تابع از دوم مولفه�هاي همه�ي مجموعه�ي تعریف. 12.1
می�دهیم. نمایش R f با و گفته f تابع برد ، را f (x) در تابع دامنه�ي

کنید؟ تعیین را (R f ) f تابع برد صورت این در باشد، D f = {1,2,3,4} و ، f (x) = 2x+1 اگر مثال. 13.1
f (1) = 2(1)+1 = 3

f (2) = 2(2)+1 = 5

f (3) = 2(3)+1 = 7

f (4) = 2(4)+1 = 9

صورت این در
R f = {3,5,7,9}

بیابید. را زیر توابع برد مثال. 14.1
R f = R f (x) = x3 الف)

R f = R
+ f (x) =

√
x−1 ب)

R f = Z f (x) = [x] ج)

بیابید؟ را f (x) =
1

x2+1
باضابطه�ي تابع برد مثال. 15.1
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تابع انواع 2.1.1
چندضابطه�اي تابع

تابع نمونه بطور

f (x) =
{
−x x < 0
x x ≥ 0

می�باشد. ضابطه�اي دو تابع یک
تابع اینکه یا و

h(x) =


−2x+1 x < 1
0 x = 1
x2−1 x > 1

است. ضابطه�اي سه تابع یک

ثابت تابع
f تابع خروجی x ورودي مقدار هر ازاي به و است حقیقی عدد یک C که می�گردد تعریف f (x) = C بصورت ثابت تابع

دارد. خروجی یک تنها ورودي مقدار هر به�ازاي ثابت تابع یعنی بود، خواهد C مقدار
از عبارتند ثابت توابع از برخی مثال. 16.1

f (x) = 2

g(x) =
√

3

h(x) = −5

همانی تابع
یعنی بود، خواهد x عنصر همان تابع خروجی x ورودي متغییر هر ازاي به که است تابعی همانی تابع

f (x) = x

مثلثاتی توابع
گردند. cot یا tan ، cos ، sin شامل که می�شود گفته توابعی به مثلثاتی توابع

مثال. 17.1
f (x) = sin(x) الف)

h(x) = tan(x2+1) ب)
g(x) = sin(x)+ cot(x−1) ج)
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قدرمطلق تابع
می�کند. تبدیل مثبت به بودن منفی صورت در را خروجی مقدار علامت که است این دارد مطلق قدر تابع که خاصیتی

|x| =


−x x < 0

0 x = 0
x x > 0

کنید؟ محاسبه −2 و 2 ،1 نقاط در را زیر قدرمطلقی توابع مقادیر مثال. 18.1

f (x) = |x| الف)

f (−2) = 2 ، f (2) = 2 ، f (1) = 1

f (x) = |x|+2 ب)

f (−2) = 4 ، f (2) = 4 ، f (1) = 3

f (x) = |x−1| ج)

f (−2) = 3 ، f (2) = 1 ، f (1) = 0

مثال. 19.1

|x| =


−x ،x < 0

0 ،x = 0
x ،x > 0

مثال. 20.1
|x|
x
=

{
−1 ،x < 0

1 ،x > 0

علامت تابع
می�شود: تعریف زیر بصورت علامت تابع

sgn(x) =


1 x > 0
0 x = 0
−1 x < 0
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صحیح جزء تابع

که دارد وجود z مانند صحیح عددي حقیقی، اعداد مجموعه�ي از x دلخواه عدد هر براي تعریف. 21.1

z ≤ x < z+1

مثال بطور می�دهند. نمایش z = [x] با را آن و نامیده x عدد جزءصحیح را z صورت این در که باشد.

3 ≤ 3.5 < 3+1 −→ [3.5] = 3

−2 ≤ −1.5 < −2+1 −→ [−1.5] = −2

4 ≤ 4 < 4+1 −→ [4] = 4

آورید؟ بدست 1
2 نقطه�ي در را زیر صحیح جزء توابع مقادیر مثال. 22.1

f (x) = [x]+1 الف)

f (
1
2

) = [
1
2

]+1 = 0+1 = 1 , ( 0 ≤ 1
2
< 0+1 )

g(x) = [x−1] ب)

g(
1
2

) = [
1
2
−1] = [−1

2
] = −1 , ( −1 ≤ −1

2
< −1+1 )

h(x) = [
x
2
+

1
2

] ج)

h(
1
2

) = [
1
2

2
+

1
2

] = [
1
4
+

1
2

] = [
3
4

] = 0 , ( 0 ≤ 3
4
< 0+1 )

فرد و زوج تابع 3.1.1

گردد. f (−x) = f (x) هرگاه ، می�نامیم زوج تابع یک را f (x) تابع تعریف. 23.1

گردد. f (−x) = − f (x) هرگاه ، می�نامیم فرد تابع یک را � f (x) تابع تعریف. 24.1
کنید؟ بررسی را زیر توابع بودن فرد یا زوج مثال. 25.1
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f (x) = x2 الف)

f (−x) = (−x)2 = x2 = f (x) −→ f (−x) = f (x)

g(x) = −x ب)

g(−x) = −(−x) = x = −g(x) −→ g(−x) = −g(x)

h(x) = x2+1 ج)

h(−x) = (−x)2+1 = x2+1 = h(x) −→ h(−x) = h(x)

نمایی تابع 4.1.1

می�توانیم همچنین می�باشد. a , 1 ثابت اینجا در که می�نامند نمایی تابع را f (x) = ax تابع a > براي0 تعریف. 26.1
بدهیم. نمایش f (x) = ex = exp(x) با را آن و کنیم فرض است e ≃ 2/71 که نپر عدد با برابر را a

می�باشد. (0,+∞) مجموعه�ي آن برد Rو حقیقی اعداد مجموعه�ي کل نمایی تابع یک دامنه�ي
نمودار باشد 0 < a < 1 که درصورتی و است صعودي نمایی تابع نمودار صورت این در باشد a > 1 اگر نکته. 27.1

بود. خواهد نزولی تابع

لگاریتمی تابع 5.1.1

تابع و است مبنا a آن در که نمود تعریف y = f (x) = logax بصورت می�توان را لگاریتمی تابع تعریف. 28.1
لگاریتمی تابع یک دامنه�ي تعیین براي همچنین می�باشد. نمایی تابع عکس واقع در که بوده ay = x با معادل لگاریتمی

باشد. a , 1 و a > 0 آن مبناي و بوده x > 0 می�بایستی
را مبنا باشد a = 10 که درصورتی و می�دهند نمایش Ln با را لگاریتمی تابع باشد a = e1 که حالتی در نکته. 29.1

نمی�نویسند.
بیابید؟ را f (x) = log2(x−3) تابع دامنه�ي مثال. 30.1

x−3 > 0 −→ x > 3 −→ D f = (3,+∞)

صورت این در باشد لگاریتمی تابع یک f (x) = logh(x) g(x) کنید فرض مثال. 31.1
D f = {x : g(x) > 0,h(x) , 1,h(x) > 0}

نپر 1عدد
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یک یکبه تابع 6.1.1

.x1 = x2 که شود نتیجه ، f (x1) = f (x2) از هرگاه ، می�نامیم یک به یک تابع را f (x) تابع تعریف. 32.1
است. یک به یک تابعی ، f (x) = 2x+1 تابع مثال. 33.1

f (x1) = f (x2)

2x1+1 = 2x2+1

2x1 = 2x2

x1 = x2

است. یک به یک تابعی f (x) = 3√x−1 تابع مثال. 34.1

f (x1) = f (x2)
3
√

x1−1 = 3
√

x2−1

x1−1 = x2−1

x1 = x2

یک به یک f تابع آن�گاه کند، قطع نقطه یک در حداکثر را f (x) تابع نمودار ها x محور موازي خط هر اگر نکته. 35.1
f (x) آنگاه کند، قطع نقطه یک از بیش در را f (x) تابع نمودار که باشد داشته وجود xها محور موازي خطی اگر و می�باشد؛

نیست. یک به یک

پوشا تابع 7.1.1

. R f = B هرگاه نامیم، می پوشا را f : A −→ B تابع تعریف. 36.1
تابع مثال. 37.1

f (x) = sin(x) , f : [−π,π] −→ [−1,1]

است. پوشا تابع یک

یکنوا توابع 8.1.1
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هرگاه می�نامیم صعودي تابع یک را f (x) تابع تعریف. 38.1

x1 ≤ x2 −→ f (x1) ≤ f (x2)

هرگاه می�نامیم نزولی تابع یک را f (x) تابع و

x1 ≤ x2 −→ f (x1) ≥ f (x2)

است. نزولی تابع یک f (x) = −x تابع و صعودي تابع یک f (x) = 2x تابع مثال. 39.1

معکوس) تابع(تابع وارون 9.1.1

می�دهند. نمایش f −1 با را آن و می�آید بدست f دوم و اول مولفه�هاي همه�ي تعویض با f تابع وارون تعریف. 40.1

کنید فرض مثال. 41.1
f = {(1,2), (2,3), (−1,3), (2,−4)}

اینصورت در
f −1 = {(2,1), (3,2), (3,−1), (−4,2)}

باشد. یک به یک که است این f تابع بودن پذیر وارون براي کافی و لازم شرط توجه. 42.1
تعویض بایکدیگر را y و x مولفه�ي دو جاي ابتدا آن ضابطه�ي روي از y = f (x) تابع یک وارون آوردن بدست براي

می�آوریم. بدست x برحسب را y سپس و می�کنیم

آورید. بدست را y = x+1 تابع وارون مثال. 43.1
می�کنیم. عوض را y و x مولفه�ي دو جاي ابتدا

X = Y +1

کرد. خواهیم محاسبه X برحسب را Y سپس

X−1 = Y

نتیجه در و

y−1 = f −1(x) = x−1
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آورید. بدست را y = x3−1 تابع وارون مثال. 44.1
می�کنیم. عوض را y و x مولفه�ي دو جاي ابتدا

X = Y3−1

می�کنیم: محاسبه X برحسب را Y سپس

Y3−1 = X

Y3 = X+1

Y =
3√

X+1

بنابراین:

f −1(x) = y−1 =
3√

x+1

توابع روي اعمال 2.1 بخش

می�شوند: تعریف زیر بصورت تابع دو تقسیم و ضرب ، تفاضل ، جمع باشند؛ Dg و D f دامنه�هاي با که g و f تابع دو براي

( f +g)(x) = f (x)+g(x) , D f+g = D f ∩Dg

( f −g)(x) = f (x)−g(x) , D f−g = D f ∩Dg

( f g)(x) = f (x).g(x) , D f g = D f ∩Dg

(
f
g

)(x) =
f (x)
g(x)

, D f
g
= D f ∩Dg−

{
x | g(x) = 0

}

، f + g توابع دامنه�ي و ضابطه صورت این در باشند، g(x) =
√

x−1 و f (x) = x2 کنید فرض مثال. 45.1
آورید؟ بدست را f

g
و f .g ، f −g

f (x) = x2 −→ D f = R

g(x) =
√

x−1 −→ x−1 ≥ 0 −→ x ≥ 1

پس

Dg = [1,+∞)
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داریم: اکنون
( f +g)(x) = x2+

√
x−1 D f+g = [1,+∞)∩R = [1,+∞)

( f −g)(x) = x2−
√

x−1 D f−g = [1,+∞)∩R = [1,+∞)

( f .g)(x) = x2
√

x−1 D f−g = [1,+∞)∩R = [1,+∞)

(
f
g

)(x) =
x2
√

x−1

D f
g
= [1,+∞)∩R−

{
x |
√

x−1 = 0
}
= [1,+∞)∩R− {1} = (1,+∞)

تابع دو ترکیب 1.2.1

نمایش زیر بصورت را g و f تابع دو ترکیب ؛ Dg و D f دامنه�هاي با ، g(x) و f (x) تابع دو براي تعریف. 46.1
می�دهیم

( f og)(x) = f (g(x))

با است برابر و می�دهند نمایش D f og بصورت را f og تابع دامنه�ي آن براي که

D f og =

{
x
∣∣∣ x ∈ Dg , g(x) ∈ D f

}
اینصورت در باشد g(x) = 2x3 و f (x) = x−1 کنید فرض مثال. 47.1

( f og)(x) = f (g(x)) = f (2x3) = 2x3−1

، Dg = R و D f = R همچنین و
D f og = R

محاسبه را f og دامنه�ي و یافته را g(x) = x2+1 و f (x) =
√

x−1 تابع دو براي را f og ترکیب مثال. 48.1
کنید؟

( f og)(x) = f (g(x)) = f (x2+1) =
√

x2+1−1 =
√

x2 = |x|

D f = [1,+∞)

Dg = R

D f og =

{
x
∣∣∣ x ∈ Dg , g(x) ∈ D f

}
= R
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مثلثاتی توابع 2.2.1
؛ cot و tan ، cos ، sin از عبارتند مثلثاتی توابع

شود. گرفته درنظر توابع این از ترکیبی یا مجزا بصورت می�تواند که

مثال. 49.1

f (x) = sinx .1

f (x) = cos(2x) .2

f (x) = tan(2x)− cos(x) .3

متناوب تابع 3.2.1

که یافت را اي T > 0 بتوان هرگاه می�گوییم، متناوب را f (x) تابع تعریف. 50.1

∀x ∈ D f ; f (x+T ) = f (x) (1.1 )

می�نامیم. f (x) تابع اصلی تناوب دوره�ي را کند صدق 1.1 رابطه�ي در که را اي T > 0 مقدار کوچکترین و

بیابید؟ را �g(x) = cos(2x) و f (x) = sin(x) مثلثاتی توابع تناوب دوره�ي مثال. 51.1

f (x+2π) = sin(x+2π)

= sin(x)

g(x+π) = cos(2x+π)

= cos(2x)

نمود. مشخص را مثلثاتی توابع تناوب دوره�ي می�توان زیر جدول کمک به

تناوب دوره مثلثاتی تابع
T = π|a| y = sin2k ax
T = π|a| y = cos2k ax
T = π|a| y = tan2k ax
T = π|a| y = cot2k ax

تناوب دوره مثلثاتی تابع
T = 2π

|a| y = sin2k−1 ax
T = 2π

|a| y = cos2k−1 ax
T = π|a| y = tan2k−1 ax
T = π|a| y = cot2k−1 ax


