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 پیوست -2-12

 :بُعدي 3خمیده خط  دستگاه مختصات -2-12-1
 هایی که معادله دیفرانسیلیهاي مختصاتی که بیشتر مورد نظرند، عبارتند از دستگاهدستگاه

2 )1-2(پ 2 02 0k  
ــت. این معادله برخلاف ظاهر  ــازي اس ــادهدر آنها قابل جداس ــتس ــیار کلی اس . چراکه با مقادیر  اي که دارد، بس

 . به طور مثالرا بسازدهاي مختصات متفاوت دستگاه دمی توان kمتفاوت 

k2 )2-2پ( 02  )معادلۀ لاپلاس( 00
k2(const)    )3-2(پ 0k2 2 0k2kk  )معادلۀ هلمهولتز(0
k2(const)    )4-2(پ 0k2 2 0k2kk  )پخشمعادلۀ (0

constk )5-2(پ E2( )m
E V2

2
2 02 ( )m )(m2 0((2

 )معادلۀ شرودینگر(

تگاه مختصـاتی وجود  11تیب به این تر ت و جملگی آنها 1-2دارد که در آنها معادلۀ (پدسـ ازي اسـ ) قابل جداسـ
،توان به عنوان حالتهاي خاصــی از دســتگاه بیضــیوار هم کانون مطرح کرد. بنابراین ســاده ترین دســتگاهرا می

تگاهمختصـات  توانه اي و کروي اسـت.   عديبُ 3  مختصـات خمیده خطهاي دکارتی و بعد از آن، دسـ قابل اسـ
بُعدي در نظر گرفت. اما در اینجا صـرفاً قصـد داریم دسـتگاهی از   nها را در حالت کلی توان دسـتگاهذکر اسـت می

 بُعدي مورد نظر را پوشش دهد. 3هاي خاص بعُدي تشکیل دهیم که هر یک از دستگاه 3مختصات خمیده خط 

) را x,y,zهر نقطۀ (همانطور که پیشــتر نیز گفته بودیم، 
توان محل برخورد سـه صـفحه در مختصـات دکارتی  می
ه سـطحی بدانیم که مختصـات جدید   یا محل برخورد سـ

اگر سـطوح مختصـاتی خمیده را با . سـازدخمیده را می
constq1 ،constq2 وconstq3  وصــــیـف تـ
,توانیم نقطــۀ مورد نظر را بــا (می کنیم، ,q q q1 2 ) یــا 3

)x,y,z.مشخص کنیم ( 

 بعُدي 3دستگاه مختصات  -3-2شکل 
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 مختصات خمیده عاماي دوارمختصات استوانه مختصات کروي 
, )6-2(پ ,r , ,z, ,z , ,q q q1 2 3 
sin )7-2(پ cosx r cosx cos ( , , )x x q q q1 2 3 

sin )8-2(پ siny rsiny ( , , )y y q q q1 2 3 
cosz )9-2(پ r z=z ( , , )z z q q q1 2 3 

 رسیم، به روابط معکوس می zو  x  ،yدن بوبا مشخص 

 مختصات خمیده عاماي دوارمختصات استوانه مختصات کروي 
r )10-2(پ x y z2 2 2 x y2 2x yx 2 ( , , )q q x y z1 1 
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 را می توانیم به صورت زیر بنویسیم:FFدر حالت کلی هر بردار 

ˆ )13-2(پ ˆ ˆF Fe Fe Fe1 1 2 2 3 3ˆF Fe FˆFe FFe  
)، نسـبت به مختصـات خمیده عام 9-2) الی (پ7-2هاي(پدکارتی، معادلههاي با دیفرانسـیل گیري از مختصـات

 خواهیم داشت
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dz dq dq dq
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dq dq dq

z z z
dq dqdqdq

q q q
dq1 2 3dq dqdqdqdqdq
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ــات دکارتی مطابق معادله (جابهالمان هرگاه بردار   ــتگاه مختص ˆˆ)، 62-2جایی در دس ˆds dxi dyj dzkˆs d i ddxi dd i

 باشد، مجذور فاصلۀ بین دو نقطه مجاور، بنابر قضیۀ فیثاغورث، عبارت است از

ds)17-2(پ dx dy dz2 2 2 2 
 توان نوشتدر دستگاه مختصات خمیده به صورت زیر میرا عنصر مجذور فاصله  که این در حالی است
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 )18-2(پ
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انیم و  2) را به توان  16-2) الی (پ14-2گویند. حال اگر معادلات (پکه به آن فضـاي متریک یا ریمانی می برسـ
ی بدسـت جمع کنیم و سـپس نتیجه بدسـت آمده را با معادلۀ فوق مقایسـه کنیم، ضـرایب  ) با هم17-2مطابق رابطۀ (پ

 عبارت خواهند بود از . این ضرایبمشهور هستندمتریک که به  آیندمی

ij )19-2(پ

i j i j i j

x x y y z z
g

q q q q q q

x x y y z zy y

i j i j i jq q q q q qi j i j ij i j i

 

بیت عام، با خواص ماده تعیین میمولفه ه و  هاي متریک، در نسـ وند که در آن مبحث هندسـ فیزیک در هم ادغام  شـ
بایست اند. اما اگر توجه خود را صـرفاً به مختصـات متعامد (مانند دکارتی) معطوف کنیم خواهیم یافت که میشـده

 داشته باشیم

i )20-2(پ j                اگرijg 0  
ijبراي ساده نویسی از نماد گذاري  ig h  کنیم و در نتیجه خواهیم داشتاستفاده می 2

ds )21-2(پ ds ds ds hdq h dq h dq
2 222 2 2 2
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 جاییبردار جابه
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ds dse ds e ds e hdq e h dq e h dq e

h dq e
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 بردارهاي یکه در مختصات دکارتی نیستند)، که الزاماً معرف jو  i(عمود بر kدر راستاي  سطحبردار المان اندازه 

k )23-2(پ i j i j i jdS ds ds h h dq dq  
 و در نهایت المان حجم عبارت خواهد بود از

dv )24-2(پ dsds ds hh h dqdq dq1 2 3 1 2 3 1 2 3  
اي و کروي پیشتر  هاي مختصات دکارتی، استوانهبا مقایسه روابط به دست آمده، با روابطی که در هریک دستگاه

 بدست آورده بودیم خواهیم داشت
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 مختصات دکارتیدوار ايمختصات استوانه مختصات کروي 
 )25-2(پ

rh h1 1 h h1 11 
xh h1 1 

h )26-2(پ h r2 h h2 hh yh h2 1 
sinh )27-2(پ h r3 sh rh 

zh h3 1 zh h3 1 

 :بُعدي 3 ه خطدر مختصات خمید   گرادیان -2-12-2
را نخستین میدان تغییر نرخ آن هايمؤلفه که است  برداري میدانی اي،نرده میدان گرادیان یک بردارهاحسابان  در
  .است تغییرات بیشینۀ جهت گرادیان برداري میدان خود جهت. دهدمی نشان مختلف هايجهت در
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 بُعدي: 3 واگرایی در مختصات خمیده خط -2-12-3
 ) خواهیم داشت13-2مطابق (پ FFبراي هر میدان برداري 
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 بُعدي: 3 در مختصات خمیده خطلاپلاسی  -2-12-4
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 بُعدي: 3تاو در مختصات خمیده خط  -2-12-5
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بدست آورید.  بعُدي    3) بردار سطح را در دستگاه مختصات خمیده خط  23-2ابتدا با استفاده از رابطۀ (پ  تمرین:
 اثبات کنید.، دستگاهاین تعاریف واگرایی و تاو، هریک از روابط مربوطه را در  سپس با استفاده از


